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WYKŁAD 5

2. OPTYKA FALOWA

2.1. Oscylacje

Opis matematyczny drgań (oscylacji) - zapis zespolony

Drgania lub inaczej oscylacje, to zjawiska zachodzące w dynamicznym układzie fizycznym, w trakcie których obserwujemy zmiany w czasie pewnych wielkości fizycznych charakteryzujących ten układ, jak np wychylenia z położenia równowagi pewnych elementów układu mechanicznego, natężenia prądu lub napięcia w układzie elektrycznym, ciśnienia w zbiorniku gazu itd.  Zmiany te mogą zachodzić w sposób powtarzalny (mówimy wtedy o drganiach okresowych lub periodycznych) lub niepowtarzalny (drgania nieokresowe).  Szczególnym i bardzo ważnym przypadkiem drgań okresowych są tzw drgania harmoniczne opisane funkcją cosinus (lub sinus):


[image: image208.png]





drganie liniowe punktu materialnego
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oscylacja wielkości skalarnej p
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trójwymiarowa oscylacja punktu materialnego
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oscylacja harmoniczna wielkości wektorowej.

W podanych wyżej przykładach drgań harmonicznych występują pewne wielkości wspólne jak np amplituda (
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), częstość kątowa ( i czas t (ich iloczyn nazywamy fazą); w ogólności może wystąpić dodatkowo tzw faza początkowa 
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 (jak w ostatnim przykładzie), a funkcja opisująca zmiany wielkości fizycznej może być także przedstawiona jako funkcja sinus.

Stosowanie zapisu zespolonego opiera się na tzw równości Eulera
):
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gdzie 
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Rys. 5-0.  Liczba zespolona z na płaszczyźnie liczb zespolonych.  z0 przedstawia moduł, θ fazę.  Rzut na oś liczb rzeczywistych, z0cosθ, reprezentuje część rzeczywistą, a rzut na oś liczb urojonych, z0sinθ, reprezentuje część urojoną liczby z.
Dzięki równości Eulera, dla przykładu, pewna funkcja z(t), o wartościach danych liczbami zespolonymi o module z0 i fazie (t może być przedstawiona w postaci:
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Stąd wynika, że część rzeczywista tej funkcji, Re(z), przedstawia drganie liniowe i harmoniczne punktu materialnego w “normalnym” zapisie:
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gdzie 
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 gra rolę amplitudy drgań punktu materialnego.  Odwracając całą sprawę możemy zatem powiedzieć, że drganiu 
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 odpowiadać będzie pewna funkcja zespolona
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gdzie nowa zespolona amplituda “zawiera” w sobie informację o fazie początkowej (0 i której część rzeczywista opisuje realne fizyczne drganie punktu materialnego.

Aby porównać użyteczność obu zapisów w konkretnych rachunkach obliczymy rezultat złożenia dwóch liniowych i harmonicznych drgań o tej samej częstości kątowej ale różnej fazie początkowej:
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gdzie 
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.  Stosując zapis zespolony, przy odrobinie wprawy uzyskujemy wynik niemal od ręki:
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Wykorzystaliśmy tutaj fakt, że część rzeczywista sumy dwóch liczb zespolonych jest sumą części rze​czywistych tych liczb, a także następujące wyrażenia:
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otrzymane w wyniku prostych przekształceń i zastosowania wzoru Eulera.

Zatem, ponieważ fizyczne drganie wypadkowe jest reprezentowane przez część rzeczywistą drgania wypadkowego w opisie zespolonym mamy ostatecznie:
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wynik, który byłby z pewnością dużo trudniejszy do uzyskania przy użyciu reprezentacji cosinusowej i konwencjonalnych wzorów trygonometrycznych (bez poradnika z matematyki być może mielibyśmy trudności z przypomnieniem sobie wzorów na cosinusy i sinusy sumy kątów, wzorów na kąty połówkowe itd).  Tak nawiasem mówiąc, skoro już dostaliśmy jakiś wynik, to chyba warto choć trochę na niego popatrzeć: mamy tutaj wypadkową oscylację (często mówimy, że jest to superpozycja oscylacji składowych) o tej samej częstości co drgania składowe, o fazie początkowej równej średniej faz początkowych i o amplitudzie, której wielkość zależy od różnicy faz drgań składowych.  Dla zerowej różnicy faz drganie wypadkowe ma maksymalną amplitudę 2x0, a dla różnicy faz równej ( amplituda wypadkowa jest równa zero (drgania składowe znoszą się dokładnie, co łatwo zrozumieć i sobie wyobrazić).

Bardzo ważnym warunkiem stosowania zapisu zespolonego jest niezależność części rzeczywistych (którym przypisujemy sens fizyczny) od części urojonych (które interpretacji fizycznej nie mają).  Warunek ten jest spełniony dla dodawania (oczywiście także dla odejmowania) liczb zespolonych skąd wynika możliwość stosowania zapisu zespolonego do składania drgań.  Warunek niezależności jest spełniony także w wielu innych przypadkach; będziemy o tym mówili w każdym przypadku, na który natrafimy.

Rozpatrzymy teraz dokładniej przypadek trójwymiarowych harmonicznych drgań punktu materialnego, którego położenie opisane jest współrzędnymi kartezjańskimi x, y i z:
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gdzie trzy amplitudy a1, a2 i a3, a także trzy fazy początkowe (1, (2 i (3 mogą mieć dowolne wartości (oczywiście rzeczywiste).  Jeśli wprowadzimy trzy wektory jednostkowe skierowane wzdłuż osi układu to położenie punktu materialnego możemy opisać wektorem:
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który stanowi część rzeczywistą następującego wektora zespolonego:
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będącego reprezentacją zespoloną trójwymiarowej oscylacji punktu materialnego.  Zespolony wektor 
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 możemy przedstawić w innej postaci:
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gdzie:
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Wektor 
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 nazywamy zespoloną amplitudą drgania.  Jak widać każdemu zbiorowi amplitud i faz początkowych opisujących oscylację każdej z trzech składowych kartezjańskich odpowiada para rzeczywistych wektorów 
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 może być w takim razie zapisana w innej postaci:
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z której wynika jednoznacznie, że koniec wektora 
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 opisujący położenie punktu materialnego porusza się po torze leżącym w płaszczyźnie wyznaczonej przez wektory 
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 (rys. 5-1).  Można udowodnić, że tor ten opisany jest elipsą wpisaną w równoległobok o bokach równoległych do wektorów 
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Rys. 5-1.  Związek pomiędzy torem punktu materialnego wykonującego oscylację trójwymiarową o częstości kołowej ( a rzeczywistą 
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 częścią zespolonego wektora amplitudy drgań (
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 wyznaczają osie sprzężone elipsy-toru, po którym porusza się punkt materialny (od punktu 1, poprzez 2, 3 i4).  Elipsa ta jest wpisana w równoległobok wyznaczony przez wektory 
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Wybierzmy układ współrzędnych w płaszczyźnie wyznaczonej przez wektory 
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 i oznaczmy współrzędne kartezjańskie punktu materialnego w tym układzie literami ( i (.  Mamy wówczas:
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Wyznaczając z pierwszego równania cos((t) i wstawiając do drugiego równania, następnie wyliczając sin((t) otrzymamy:
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Ze względu na symetrię równań na ( i ( można łatwo odgadnąć, że:
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i ponieważ 
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 otrzymamy, po podniesieniu do kwadratu i dodaniu stronami:


[image: image55.wmf]1

B

A

B

A

B

B

B

A

B

A

A

A

2

2

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

h

-

x

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

x

-

h

x

h

h

x

x

h

x

h

h

x

h

x

.




(17)

Choć na pierwszy rzut oka wyrażenie to przypomina kanoniczną postać elipsy, w rzeczywistości sporo do tej postaci niestety brakuje.  Mimo tego łatwo można zauważyć, że sprowadza się ono do postaci: 
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, gdzie a, b, c i d to pewne stałe, tak więc krzywa opisana tym wyrażeniem jest krzywą drugiego stopnia i musi być, wobec tego, krzywą stożkową.  Z drugiej strony z postaci wyrażenia na promień wodzący, 
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 nie może przekroczyć pewnej wartości maksymalnej ponieważ składowe wektorów 
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 mają oczywiście stałe określone wartości, a funkcje sinus i cosinus są ograniczone.  Jedyną ograniczoną na płaszczyźnie krzywą stożkową jest tymczasem elipsa, tak więc wnioskujemy, że rozważana przez nas krzywa musi być elipsą.

Łatwo zauważyć, że w chwili 
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.  Z drugiej strony styczna do toru prędkość punktu materialnego wyrazi się wzorem:
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a więc dla 
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.  W ten sposób “odkryliśmy” ważną i bardzo wygodną interpretację zespolonej wektorowej amplitudy trójwymiarowej oscylacji punktu materialnego; jej część rzeczywista i zespolona to dwa wektory (
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) jednoznacznie wyznaczające równoległobok, w który wpisany jest tor punktu materialnego opisany elipsą.  Wektory 
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 wyznaczają osie sprzężone tej elipsy.

2.2. Fale

Drgania czy oscylacje, o których mówiliśmy do tej pory miały charakter lokalny, tzn dotyczyły pojedynczego punktu materialnego czy zmian pewnej wielkości fizycznej w jednym punkcie przestrzeni.  Ale oczywiście istnieją drgania zachodzące w większym obszarze w pewien skorelowany sposób; takie drgania nazywać będziemy falami.  Tak więc nie nazwiemy falą drgań wykonywanych przez nawet bardzo duży zbiór i bardzo regularnie rozmieszczonych w przestrzeni, ale niepowiązanych ze sobą (mówimy nieoddziałujących albo niesprzężonych), wahadeł czy ciężarków na sprężynkach.  Jeśli jednak wymienione wyżej ciężarki połączymy ze sobą nawzajem dodatkowymi sprężynkami to łatwo sobie wyobrazić (albo sprawdzić eksperymentalnie), że wzbudzenie drgań jednego ciężarka spowoduje po pewnym czasie drgania innych; krótko mówiąc powstanie pewne zaburzenie, rozchodzące się w układzie oddziałujących (albo sprzężonych) oscylatorów, które nazwiemy falą.  Przy okazji, model sprzężonych ze sobą mechanicznych oscylatorów to model, który stosujemy do opisu drgań i fal (zwanych fononami) sieci krystalicznej w ciele stałym.  Fale i drgania to zjawiska fizyczne, które są ze sobą ściśle powiązane; każda fala to po prostu nawzajem od siebie uzależnione drgania czy oscylacje w różnych punktach przestrzeni; prawie każdej zaś oscylacji towarzyszy wywoływana przez nie fala (tak jest z drgającymi ładunkami elektrycznymi czy prądami, które wywołują fale elektromagnetyczne; podobnie jest także z falami grawitacyjnymi, które towarzyszą drganiom mechanicznym).  
Przykłady fal, to fale w wodzie, objętościowe (morskie) i powierzchniowe (fale wzbudzone rzuconym kamieniem), dwa rodzaje fal sprężystych w ciałach stałych (podłużne i poprzeczne), fale dźwiękowe w gazie (tylko podłużne), fale sejsmiczne itd. 
O ile oscylację pewnej wielkości fizycznej ( można opisać przy pomocy funkcji jednej zmiennej, podającej zależność tej wielkości od czasu t, to opis fali wymaga funkcji dwóch zmiennych, przestrzennej 
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 i czasowej t.  Mamy więc: 
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Fale płaskie

Dla jednowymiarowej fali bieżącej zmienna przestrzenna, powiedzmy x, i czasowa t, są ze sobą powiązane następującą zależnością:
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która opisuje transformację z nieruchomego układu S do układu S’ poruszającego się z prędkością rozchodzenia się fali v i w kierunku rozchodzenia się fali (czyli układu “sprzężonego” z falą i razem z nią poruszającego się w układzie S).  Mamy wtedy:
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gdzie funkcja 
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 nie zależy od czasu i przedstawia profil zaburzenia wielkości fizycznej ( rozchodzącego się w układzie S z prędkością v, tak jak pokazuje rys. 5-2.  Warto zwrócić uwagę, że zmiana znaku prędkości da nam funkcję, opisującą zaburzenie rozchodzące się w przeciwną stronę:
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dla którego w miarę upływu czasu x musi maleć, dla zachowania stałej wartości argumentu funkcji.  Oznacza to, że profil (razem z układem S’) przesuwa się w ujemną, a nie dodatnią stronę osi x, jak to się działo poprzednio.

W układzie S’ zaburzenie jest “nieruchome”; tzn w miarę upływu czasu profil przesuwa się w układzie S tak, by argument funkcji f (g) w układzie S’ był stały:

[image: image83.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

vt

x

f

t

t

v

x

x

f

'

x

f

-

=

D

+

-

D

+

=

,




(21a)


[image: image84.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

vt

x

g

t

t

v

x

x

g

'

x

g

+

=

D

+

+

D

-

=

,



(21b)
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Rys. 5-2. Profil zaburzenia wielkości fizycznej ψ, rozchodzącego się w dodatnim kierunku osi x w chwili t = 0 (linia przerywana) i w późniejsej chwili t (linia ciągła).  Profil przesunął się o odległość x = vt.  
co oznacza, że 
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, zgodnie z oczekiwaniami.  
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Rys. 5-3.  Zmiany w czasie i przestrzeni wielkości fizycznej ( dla przypadku fali rozchodzączej się wdodatnim kierunku osi x .  W ustalonej chwili czasu wielkość ψ przyjmuje różne wartości w różnych punktach przestrzeni jak pokazano w części a), natomiast w ustalonym punkcie przestrzeni, przechodzący przez niego profil powoduje wystąpienie czasowej zależności o “odwróconym” profilu, jak pokazano w części b).  
W układzie S wielkość fizyczna ( w pewnym wybranym punkcie x przyjmuje wartości określone przez przechodzący przez ten punkt z prędkością v profil zaburzenia (.  Warto zauważyć, źe jeśli wartość funkcji f (lub g) jest określona w całej przestrzeni przez wartość współrzędnej x, a nie zależy od pozostałych współrzędnych y i z; to będzie ona taka sama na całej płaszczyźnie prostopadłej do osi x.  Stąd bierze się nazwa fala płaska.  Formalizm dla fal jednowymiarowych (czyli rozchodzących się w układach jednowymiarowych, jak np słynny sznurek) i dla płaskich przestrzennych fal skalarnych jest taki sam.

Podobnie jak oscylacje, także fale mogą być periodyczne albo, w szczególnym wypadku harmoniczne, wtedy mianowicie gdy:
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gdzie, aby uniezależnić się od jednostek, w których mierzymy odległość wprowadzamy wielkość k, nazywaną liczbą falową, o wymiarze [długość-1], którą definiujemy jako odwrotność pewnej charakterystycznej długości ( pomnożonej przez 2(:
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Dzięki temu uniezależniamy się od jednostek (ponieważ x i ( są wyrażone w tych samych jednostkach ich iloraz nie zależy od wyboru jednostki), a argument funkcji cosinus jest wtedy wyrażony tak jak należy, w radianach.  

Aby rozszyfrować fizyczne znaczenie wielkości wyrażonej stałą ( rozważmy zmianę położenia 
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 (przy stałym t), dla której argument funkcji cos zmieni się o 2π.  (
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 jest wówczas okresem przestrzennym, albo inaczej długością fali).  Mamy zatem:
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 a także oczywiście


[image: image92.wmf]p

=

D

2

x

k

,







(24b)

co oznacza, że 
[image: image93.wmf]x

2

k

D

p

=

.  Przypominając sobie definicję k, wzór (23), widzimy że charakterystyczna długość ( z tej definicji jest po prostu równa długości fali.

Dla wygody wprowadzimy jeszcze jedną stałą ω:
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gdzie 
[image: image95.wmf]v
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 przedstawia czas (oznaczony dalej przez T), potrzebny fali na przebycie drogi λ.  Czas ten to oczywiście okres drgań, a wielkość ( to tzw częstość kątowa.  Mamy wówczas:
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Obserwując falę harmoniczną w pewnym punkcie przestrzeni, x, zauważymy, że po czasie T wartości wielkości fizycznej ( będą się powtarzać, 
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, co odpowiada przesunięciu się przez punkt x pełnego “okresu przestrzennego” profilu zaburzenia, równego vT, w rozważanym przypadku funkcji cosinus.  Ponieważ 
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, okresy przestrzenne T i (, albo inaczej częstość kołowa ( i liczba falowa k są ze sobą ściśle powiązane:
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Tak jak dla oscylacji, możemy i w tym przypadku łatwo wprowadzić zapis zespolony dodając do co​sinusa reprezentującego “fizyczną” falę odpowiadającą jej część urojoną z sinusem:
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Dalsze uogólnienie tego zapisu, który przedstawia na razie skalarną bieżącą płaską falę jednowymiarową, to uniezależnienie kierunku rozchodzenia się fali od osi x przez wprowadzenie zmodyfikowanego wyrażenia na fazę:
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gdzie 
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 jest wektorem falowym, wskazującym kierunek rozchodzenia się fali (długość wektora 
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 i wszystko sprowadza się do rozpatrywanego przez nas przedtem przypadku jednowymiarowego.  Narzucając warunek stałej fazy otrzymamy równanie wiążące ze sobą wektor falowy 
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skąd, dla określonej chwili t mamy:
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Z geometrii analitycznej pamiętamy, że równanie  
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 przedstawia płaszczyznę w przestrzeni, wektor 
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 jest prostopadły do tej płaszczyzny, a wielkość D, podzielona przez długość wektora 
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, czyli 
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, jest równa odległości płaszczyzny od początku układu współrzędnych.  Oczywiście w miarę upływu czasu, który powoduje wzrost wielkości (t, zachowanie stałej fazy wymaga kompensującego wzrostu wielkości 
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, czyli odległości (z dokładnością do długości wektora 
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) płaszczyzny od początku układu współrzędnych.  Odpowiada to przesuwaniu się w przestrzeni całego profilu fali, oczywiście z prędkościa poruszania się fali v.  Stałość fazy ( gwarantuje dla rozpatrywanej fali stałość wartości funkcji cosinus, zatem stałość wielkości fizycznej (.  Ponieważ powierzchnie stałej fazy to płaszczyzny, zatem te same płaszczyzny będą także płaszczyznami stałej wartości rozchodzącego się zaburzenia, tak samo jak dla przypadku jednowymiarowego (dalej mamy do czynienia z falami płaskimi).  Warto jeszcze raz przypomnieć, że w przypadku fali skalarnej, zespolonej amplitudzie (0 odpowiada pewna początkowa faza (0 co wynika z faktu, że zespoloną amplitudę można przedstawić w postaci amplitudy rzeczywistej pomnożonej przez czynnik z (0:
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Dla fali wektorowej, zespolona wektorowa amplituda 
[image: image118.wmf]B
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 określa eliptyczny tor, po którym poru​sza się koniec pewnego wektora.  Z kolei wektor ten opisuje wektorową wielkość fizyczną, której zaburzenie rozchodzi się w układzie w postaci rozpatrywanej przez nas fali.

Dla fal harmonicznych wielkości k i ( są dobrze określone i faza może być wyrażona następującym wzorem:
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gdzie (, ( i ( to tzw cosinusy kierunkowe (cosinusy kątów pomiędzy kierunkiem wyznaczonym przez wektor 
[image: image120.wmf]k
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 i osiami układu współrzędnych x, y i z).  Z powyższego wzoru widać, że argument funkcji kształtu dla płaskiej fali nieharmonicznej, dla której wektor falowy 
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 i częstość kołowa ( nie są określone, może być dany następującym wyrażeniem:
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które, dla trójwymiarowej fali płaskiej rozchodzącej się w kierunku osi x, wobec 
[image: image123.wmf] 

0

  

,

0

 

,

1

=

g

=

b

=

a

, poprawnie sprowadzi się do 
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, wyrażenia, którego używaliśmy już przedtem dla fali jednowymiarowej.

Równanie falowe

Wyprowadzenie równania falowego dla każdego przypadku (takiego jak fale na wodzie, fale elektromagnetyczne, sprężyste, akustyczne itd) wymaga właściwie innego podejścia uwzględniającego specyfikę układu fizycznego, chociaż okazuje się, że postać tego równania jest dokładnie taka sama.  Feynman, tom I, rozdz. 47 wyprowadza równanie falowe dla fal akustycznych, z równań Maxwella można z kolei wyprowadzić równanie dla fal elektromagnetycznych (Feynman, tom II, rozdz. 20) itd.  Jeżeli, tak jak poprzednio, ( jest pewną wielkością fizyczną określoną w przestrzeni i czasie, wielkością, której zaburzenie rozchodzi się w postaci fali płaskiej:
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to pokażemy, że dla dowolnego profilu fali f(x’) będzie spełnione następujące równanie:
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w skrócie: 



[image: image127.wmf]y

¶

¶

y

D

2

2

2

t

v

1

 

=

 

,





(37)

albo, jeszcze inaczej
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Równanie to (niezależnie od postaci) nazywamy równaniem falowym, a operator 
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Aby udowodnić, że funkcja 
[image: image130.wmf]vt)

-

z

+

y

+

x

f(

 

=

 

)

t

,

r

(

×

g

×

b

×

a

y

r

 spełnia równanie falowe musimy poli​czyć odpowiednie pochodne:
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gdzie f’ i f’’ to odpowiednio pierwsza i druga pochodna funkcji f (funkcja f jest w rzeczywistości funkcją jednej zmiennej choć jest to funkcja złożona; za tę zmienną jest bowiem podstawione całe złożone wyrażenie z cosinusami kierunkowymi, współrzędnymi x, y i z, z prędkością v  no i z czasem t).  Dla pozostałych dwóch zmiennych przestrzennych:
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Ponieważ:
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otrzymujemy:


[image: image134.wmf](

)

)

t

z

y

x

(

f

 

=

 

)

t

z

y

x

(

f

 

 

=

 

z

y

x

,

,

,

,

2

2

2

2

2

2

2

2

2

w

-

×

g

+

×

b

+

×

a

w

-

×

g

+

×

b

+

×

a

g

+

b

+

a

¶

y

¶

+

¶

y

¶

+

¶

y

¶


z drugiej zaś strony:
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a więc ostatecznie:
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Ponieważ konkretna postać funkcji f (poza warunkiem istnienia pierwszej i drugiej pochodnej) nie była dla dowodu ważna, można stąd wyciągnąć wniosek, że każda funkcja z argumentem w postaci 
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 (tzn każda fala płaska) spełnia równanie falowe.  Można także pokazać, ze jeśli dwie dowolne funkcje, powiedzmy 
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, są rozwiązaniami równania falowego, to jest nim także funkcja:
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Jest to tzw zasada superpozycji: kombinacja liniowa rozwiązań równania falowego z dowolnymi współczynnikami stałymi jest także jego rozwiązaniem.

Odbicie fal

Chociaż odbiciem fal (elektromagnetycznych) będziemy się zajmować dokładniej w dalszych wykładach rozpatrzymy teraz bardzo prosty (i ogólny) przypadek odbicia fali jednowymiarowej od sztywnej granicy.  Może to być np fala akustyczna odbijająca się od ściany, albo fala rozchodząca się w strunie lub w sznurku sztywno przymocowanym z jednej strony do nieruchomej ściany. 
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Rys. 5-4.  Odbicie fali od “ściany”.  Fala padająca przed odbiciem, górny rysunek, ozn. a), i fala odbita po odbiciu, dolny rysunek, ozn. b), są rzeczywistymi falami rozchodzącymi się w ośrodku po prawej stronie “ściany” (+x).  Fala odbita przed odbiciem, górny rysunek, i fala padająca po odbiciu, dolny rysunek, są falami “wirtualnymi”, rozchodzącymi się w “ścianie”, na rys. oznaczonej obszarami zacienionymi (-x).  Fale te w rzeczywistości nie istnieją; są one fikcją matematyczną pozwalającą na wygodny opis matematyczny zjawiska.

Fala padająca, przed odbiciem, porusza się w lewo, w stronę “ściany”, oznaczonej obszarem zacienionym (rys. 5-4, część górna).  Jeśli profil tej fali opisany jest funkcją f to fala ta opisana będzie wyrażeniem 
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dla dowolnej chwili czasu t.  Oznacza to, że funkcja g nie może być dowolna, dla dowolnego argumentu y musi być spełniony warunek:
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Spełnienie tego warunku jest warunkiem koniecznym dla spełnienia “warunków granicznych”, narzuconych na falę odbitą przez “sztywną ścianę”.

Zatem fala odbita będzie opisana następującym wyrażeniem:
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co oznacza, że dla dowolnej chwili czasu t, funkcja g przyjmuje w punkcie x wartość taką, jak dla tej samej chwili czasu przyjmuje funkcja f w punkcie –x.  Możemy zatem wyobrazić sobie falę odbitą opisaną funkcją g tak, jak przedstawiono to na rys. 5-4.  Przed odbiciem (rys. 5-4 a)) fala padająca zbliża się do ściany od strony prawej.  Fala odbita (której tak naprawdę to jeszcze nie ma, odbicie przecież jeszcze się nie zdarzyło) zbliża się do ściany od strony lewej, jest położona symetrycznie, ale ma dodatkowo zmieniony znak “wychylenia”.  Po odbiciu (rys. 5-4 b)), fala odbita staje się falą “rzeczywistą” pojawiając się po prawej stronie ściany, a tymczasem fala padająca “przechodzi” przez granicę ściany i staje się falą “wirtualną”.  Obie fale są “rzeczywiste” i nakładają się na siebie podczas odbicia w obszarze po prawej stronie granicy.  Zwróćcie uwagę, że “wychylenie” w punkcie x równym zero będzie równe zero.

Zmiana znaku funkcji opisującej profil fali padającej po odbiciu, w przypadku fali harmonicznej odpowiada zmianie fazy o π.  Zobaczymy później, że bardzo często odbiciu fal elektromagnetycznych towarzyszy zmiana fazy o π.  Spodziewamy się wówczas warunków granicznych (wynikających z równań Maxwella w obszarze pomiędzy ośrodkami), które będą przypominały “sztywną ścianę” dla sznurka czy dla fali akustycznej. 

Fale kuliste

Fale płaskie są przybliżeniem dobrym w sytuacji, gdy źródło fali znajduje się bardzo daleko w po​równaniu z odległościami występującymi w rozpatrywanym układzie fizycznym (fala wysyłana przez źródło będzie dokładnie falą płaską dla źródła nieskończenie daleko od układu).  Często jednak, gdy odległość od źródła nie jest wystarczająco duża, stosujemy inne przybliżenie; tzw przybliżenie fali kulistej.

Wybieramy układ współrzędnych sferycznych r, ( i (; spodziewamy się, że układ ten będzie wygodniejszy w sytuacji, gdy źródło fali znajduje się w początku układu.  Ponieważ żaden kierunek nie jest, wobec tego, wyróżniony, oczekujemy, że funkcja ( będzie zależna tylko od współrzędnej r, a nie od kątów ( i (, tzn 
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Powstaje zatem uzasadnione pytanie, czy po tych wszystkich zmianach funkcja 
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 będzie nadal spełniać równanie falowe.  Przyjmijmy na razie, że tak jest i sprawdźmy konsekwencje naszego założenia.

Zatem przyjmujemy, że:
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Ponieważ współrzędne kartezjańskie występują w funkcji ( poprzez r, 
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, pochodne potrzebne do wyliczenia laplasjanu będą miały następującą postać:
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Mamy więc:
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wynik, który jest równoważny następującemu wyrażeniu:
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Po podstawieniu do równania falowego mamy:
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i, po pomnożeniu obu stron przez r:
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Otrzymaliśmy w ten sposób równanie, które jest jednowymiarowym równaniem falowym.  Oznacza to, że rozwiązaniem tego równania może być dowolna funkcja z właściwie dobranym argumentem (chciałoby się powiedzieć, funkcja opisująca falę płaską), tak jak się spodziewaliśmy:
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Jednak zależność samej funkcji ((r,t) od r i t jest bardziej skomplikowana:
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Jedno z rozwiązań (ze znakiem minus) przedstawia falę rozbieżną (emitowaną przez źródło punktowe) a drugie (ze znakiem +), falę zbieżną do punktu (wiemy z optyki geometrycznej, że łatwo można uzyskać takie fale świetlne, stosując soczewki skupiające).

W szczególności kulista fala harmoniczna będzie opisana w sposób następujący:
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lub, w zapisie zespolonym:
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gdzie (0/r przedstawia amplitudę fali, która, inaczej niż dla fali płaskiej, zależy od odległosci od źródła r.  Podkreślaliśmy już także przedtem, że powierzchnie stałej fazy, inaczej niż dla fali płaskiej, będą miały postać koncentrycznych powierzchni sferycznych, a nie płaszczyzn.

Ostatnią klasą rozwiązań równania falowego, którą omówimy, są fale walcowe (cylindryczne).

Fale walcowe

Fale walcowe są wytwarzane przez źródła liniowe; możemy oczekiwać takich fal po przejściu fali płaskiej przez nieskończenie długą i bardzo wąską szczelinę (z sytuacją taką w przypadku światła spotkamy się w przyszłości).

Postępujemy podobnie jak w przypadku fal kulistych; zakładamy, że funkcja 
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, a oś z jest osią symetrii walca, a także źródłem fali.  Obliczamy laplasjan funkcji ((r,t):
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podobnie dla składowej y (ale już nie dla z) i dalej, dodając razem pochodne po x i y:
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Wykażemy teraz, że dla dużych r prawa strona jest równa   
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Dla dużych r, kiedy w porównaniu z poprzednimi możemy pominąć ostatni wyraz, mamy:
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dalej, jeśli równanie falowe ma być spełnione musi zachodzić:
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a więc po pomnożeniu obu stron przez 

:
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Otrzymaliśmy znowu jednowymiarowe równanie falowe, zatem:
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Dla walcowej fali harmonicznej i rozbieżnej:
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a w zapisie zespolonym:
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Dla fal walcowych amplituda maleje zatem wolniej z odległością niż dla fal kulistych.  Należy także pamiętać, że powyższe rozwiązanie jest przybliżone; otrzymaliśmy je po pominięciu wyrazu malejącego z kwadratem odległości r, zatem obowiązuje ono tylko dla dużych odległości r.

Podsumowanie

1. Rozpatrując oscylacje i fale harmoniczne wprowadzamy zapis zespolony.  Część rzeczywista zespolonej funkcji (funkcja cosinus) przedstawia wówczas realną, fizyczną oscylację lub falę w układzie fizycznym.  Część urojona nie ma znaczenia fizycznego.

2. Reprezentacja zespolona płaskiej fali harmonicznej opisującej zmienną w czasie i przestrzeni wektorową wielkość fizyczną ma postać: 
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 jest zespoloną amplitudą, 
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 wektorem falowym i ω częstością kołową.  Wektory 
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 wyznaczają równoległobok, w który wpisana jest elipsa polaryzacji (tor końca wektora, opisującego wielkość fizyczną), kierunek wektora 
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 wyznacza kierunek rozchodzenia się fali, a jego wartość (liczba falowa k) związana jest z długością fali 
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 jest równy prędkości rozchodzenia się fali.

3. Równanie falowe dla przypadku jednowymiarowego (płaska fala rozchodząca się wzdłuż osi x) ma postać: 
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.  Jedyny warunek, jaki musi spełnić funkcja ψ jest taki, by jej argument był postaci 
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.  W pierwszym przypadku fala rozchodzi się w stronę dodatnich x, w drugim, w stronę x ujemnych.

4. Argument funkcji opisującej trójwymiarową falę płaską opisany jest wyrażeniem 
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 gdzie α, β, γ to cosinusy kierunkowe a v prędkość rozchodzenia się fali.  Dla fali harmonicznej cosinusy kierunkowe określone są przez składowe wektora falowego i argument funkcji przyjmuje postać: 
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5. Amplituda trójwymiarowej fali płaskiej nie zależy od r, fali kulistej maleje z r a fali walcowej z pierwiastkiem z r, gdzie r jest odległością od źródła.

6. Jednowymiarowa fala padająca na “sztywną” granicę ulega odbiciu, zmieniając znak “wychylenia”.

Problemy do dyskusji, zadania

1. Rozłóż oscylację eliptyczną 
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 są wektorami prostopadłymi, na dwie przeciwnie zorientowane oscylacje spolaryzowane kołowo.

2. Rozważ dwie fale rozchodzące się w przeciwnych kierunkach:
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gdzie 
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 są wektorami jednostkowymi w kierunku x i y, odpowiednio.  Opisz polaryzacje obu fal i przedyskutuj rzeczywiste pole 
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 jako funkcję zmiennych przestrzennych i czasu.

3. Rozważ problem 2 przyjmując, że amplituda fali 
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4. Jednowymiarowa harmoniczna fala płaska pada na granicę ośrodka, który jest względnie “miękki” w reakcji na padającą falę.  W konsekwencji “wychylenie” na granicy ośrodka nie jest równe zeru (tak jak dla “sztywnej ściany”), lecz jest zredukowane o czynnik 0.5 i wykazuje także przesunięcie fazy (opóźnienie) o π/9.  Znajdź postać fali odbitej.










�)  Hecht podaje następujące wyprowadzenie tej równości: różniczkujemy wyrażenie  z = z0 (cosθ + isinθ) i otrzymujemy dz = z0 (-sinθ +icosθ)dθ = izdθ.  Stąd  dz/z = idθ, zatem ln z = iθ + C  i dalej z =z0 eiθ.  To podejście jest być może bardzo dobre dla tych, co nie chcą tracić dużo czasu a muszą mieć wszystko “wyprowadzone”.  Feynman poświęca równości Eulera cały rozdział 22 w tomie I, gdzie wprowadza ją w bardzo interesującym i szerokim kontekście; przeczytajcie, jak chcecie zobaczyć jak wielki fizyk podchodzi do matematyki.  Kolejny rozdział Feynmana, 23, to bardzo dobre wprowadzenie do zapisu zespolonego.
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